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RESUMEN

En este trabajo, bajo un disefio de muestreo en dos ocasiones, estimamos la varianza
poblacional mediante un estimador lineal insesgado. Determinando los valores que mi-
nimizan la varianza de este estimadorf, obtenemos el estimador de la varianza, junto con
la expresion de su varianza y la fraccién 6ptima que debe aparearse. Se obtiene la curva
gue da la ganancia en precisiéon del estimador propuesto sobre el estimador simple que
no utiliza lainformacién sobre la primera ocasion. Sin embargo, utilizando la proporcién
Optima de apareamiento, obtenida al estimar |la media poblacional, en la expresion de la
varianza del estimador propuesto, la pérdida en precision para dicho estimador de la
varianza poblacional es despreciable. Esto sugiere que € problema de la estimacion de la
varianza poblacional puede ser simultdneamente considerado con la estimacién de la
media poblacional.

Palabras clave: muestreo sucesivo, varianza poblacional, fraccion de apareamiento,
ganancia en precision.
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I ntroduccion

En las encuestas muestrales es frecuente la necesidad de estimar algin parametro
poblacional a intervalos regulares de tiempo. Si existe una relacion entre el valor de un
elemento de la poblacion en un periodo de tiempo, y € valor del mismo elemento en €l
periodo siguiente, entonces es posible emplear la informacién contenida en la muestra
del periodo precedente para mejorar la estimacion actual del parametro poblacional. En
este sentido, para que sea posible utilizar la informacién muestral precedente, se debe
obtener la muestra de manera que los elementos muestrales en los dos periodos sucesi-
vos tengan algunos elementos comunes, es decir, puede ser mas conveniente el reempla-
zamiento parcial de la muestra. En este caso, se observa la misma variable en dos oca
siones y sblo una parte de las unidades observadas es comin a dichas ocasiones. Las
observaciones de la primera ocasion se utilizan como informacién complementaria para
mejorar la estimacion en la segunda ocasion.

En estas condiciones, ha sido estudiada la estimacion de parametros poblacionales,
tales como la media o la razén (Jessen, 1942; Patterson, 1950; Garcia Luengo, 2001;
GarciaLuengo y Artés, 2002).

De una forma similar, es razonable suponer que esta técnica de estimacion se puede
utilizar, bgjo las condiciones adecuadas, para proporcionar estimadores eficientes de la
varianza.

En este trabgjo, bajo un disefio de muestreo en dos ocasiones, estimamos la varianza
poblacional mediante un estimador lineal insesgado. Determinando los valores que mi-
nimizan la varianza de este estimador, obtenemos €l estimador de la varianza, junto con
la expresién de su varianza y la fraccion éptima que debe aparearse. Se obtiene la curva
gue da la ganancia en precision del estimador propuesto sobre el estimador simple que
no utiliza lainformacién sobre la primera ocasion. Sin embargo, utilizando la proporcién
Optima de apareamiento, obtenida al estimar |la media poblacional, en la expresion de la
varianza del estimador propuesto, la pérdida en precision para dicho estimador de la
varianza poblacional es despreciable. Esto sugiere que € problema de la estimacion de la
varianza poblacional puede ser simultaneamente considerado con la estimacion de la
media poblacional.

Estimacion dela varianza poblacional en la segunda ocasion.
Estimador lineal

Consideremos una poblacién finitaU = {Uy, ... , Uy} de unidades. Supongamos que
se extrae una muestra aleatoria simple (suponiendo grande el tamafio de la poblacién
para poder prescindir del factor de correccion por finitud) o una muestra aleatoria con
reemplazo.

Sea N €l tamafio de la poblacion, de la que se extrae en la primera ocasién una
muestra aleatoria simple de tamafio n. Sea una muestra aleatoria simple de tamafio m =
pn (muestra apareada) submuestreada de las n unidades, que se retiene para la segunda
ocasion. Ademas, sea una muestra aeatoria simple de tamafio u = gn tomada en la se-
gunda ocasién del universo N - m que queda después de omitir las m unidades.
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Sean X,Y las medias poblacionales en la primeray segunda ocasion,
X==D> X%, Y==)>Y
N = N =
Sean X, ¥ las medias muestrales en la primera'y segunda ocasion,
1x 1v
X="% % y="D
n i=1 n i=1
Sean af , 05 las varianzas poblacionales en la primeray segunda ocasion,

2 1 L T \2 2 1 L T \2
=13 -xfi oi-E (V)
i=1 i=1

Sean Sf S§ |as varianzas muestrales en la primeray segunda ocasion,

2 1 Ny xp 2o L
S O -x)% Sy =—=]

n
(v -y
n_li:1 i=1 I

El parametro de interés es o°; . Proponemos el siguiente estimador lineal de 67, S] :

a2 2 2 2 2
S, = asy, +bsi, + csiy, + dsy,
donde

sfm(sﬁm), las varianzas muestrales en la primera (segunda) ocasion correspondien-
tes alas unidades que son comunes en las dos ocasi ones (apareadas).

s)z(u (siu ) las varianzas muestrales en la primera (segunda) ocasion correspondientes

alas unidades no apareadas.

Teniendo en cuenta que las varianzas muestrales son estimadores insesgados de la
varianza poblacional para cada ocasion,
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setiene que
E(S2)=(a+b)o? + (c+d)o?
Para que éf sea un estimador insesgado de 0'5 deben ser

a+b=0 y c+d=1
luego

Por lo tanto

Lavarianzade §3 es

[1 1jsx[ﬂ2> 1+—i[ﬂ2<> i

f S 220 S8,
L5 (p,y)-1)- 2255 (o)

D
Donde en un primer grado de aproximacion (véase Kendall y Stuart, 1977):

V£)-Lsilm )1 Vi) Lsil00-1

1
COV( Sy ) HS;% Si(e-1)
siendo

N 1N >

N 1N >

S)zl =m0‘§ con 0-2 ﬁé_(yl —Y)z

Boly)=£4;  p(x)=£%; ¢=_f2
Hao Hop HaoHor
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Los valores éptimos de a y ¢, que minimizan la varianza, son:

[8,(y)-1pa(6-1) Sy
K-g?(6-1° S¢
pK
K-g*(@-1)

Qopt =

Copt =

donde K = [,(x)-1],(y)-1]

Entonces, la expresion para € estimador de la varianza en la segunda ocasién viene

dada por:
s2- [ﬂz(Y)—l]DQ(e—l)_z(s)%u —Sfm)
6

Sy pK 2
K-g*0-17 S
q

K—a?(o-17 "
K —q(0-1)
+}£—q49—ngi @

+

Si los valores de aqy Y Copt Se Sustituyen en (1), obtenemos la siguiente expresion pa-
ralavarianza del estimador

Vi) Zip ) W Sipg ) g T K

K-g*@-17 n 2 (6-17

Si igualamos a cero la derivada de V(é&) respecto de ¢, encontraremos, para una

determinada muestra de tamafio n, el valor de q que hace minima la varianza. Por tanto,
tenemos que la fraccion optima de reemplazamiento es

K —yK2-K(6-1)
(6-27

Oopt =

y, por tanto, la fraccion éptima de la muestra total que debe aparearse en la parte
comun es

K(o-1°
K+JK2 K(0-1)

Cuando € 6ptimo de g se sustituye en (3) se obtlene e valor minimo de la varianza
del estimador

popt -

VinlS2)= 4[/3() KrKE-K(e-1f ()

2K
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Por otra parte, si sdlo se considera la informacién proporcionada por la segunda
ocasion, lavarianza del estimador seria

vis)-Zigly)-1

Comprobamos que e estimador Vmin(éf) es més preciso que el estimador V(sﬁ),
comparando sus respectivas varianzas
2
&)-vis) 4 —1+ 1—(‘9;1)
Vo (S2)-V(s? )= =L <0
S R A

Casos particulares del estimador de la varianza poblacional en la segunda ocasion

1. Si p = 0 no existe parte comin y serda g = -1. El estimador de la varianza dado (2)
se convertiraen

-1 > _ o

60—

a2 K-
Sy < (
y lavarianza del estimador sera4

VigE )= S-S )

gue coincide con lavarianza de la varianza muestral .

2.Si p=1yq=0é€ apareamiento de la muestra es completo. El estimador de lava-
rianza dado (2) quedara de laforma

a2 K o
= S
Sy K—-0 yu

y lavarianza del estimador ser&
4
V(&)= [5,y)-1
gue coincide con lavarianza de la varianza muestral .

3.Si S; =S} laexpresion del estimador (2) resultaago simplificada

sz _ 1Bo(y)-1pa(6-1) (- _2 )y pK 2 +QlK—Q(9_1)2Jsz
Sy_ K—q2(6—1)2 (U Sxm) K—q2(9—1)2 ym K—q2(6—1)2 yu
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pero su varianza no experimenta alteracion, pues seguira siendo

vig)- 2 g (y)-1 - d0-1

K-qg?(e-1f

4. Un estimador de la varianza poblacional de la primera ocasion se obtiene de la
formula (2) cambiando losvalores delas ocasiones 1 por la2y la 2 por la 1, obteniendo

a2 _ 1Bo(y)-1lpa(6-1) S (. 2 ). pK 2 +CI[K—Q(9—1)2J 2
K—q2(0—1)2 S_i(syu ) K—q2(6—1)zsxm K—q2(0—1)2 S

Este estimador podria utilizarse s se puede esperar el tiempo necesario hasta que se
disponga de los datos de ambas ocasiones. La varianza del estimador se obtendria cam-

biando S} por S;

vigt)- S a1 O

Ganancia en precision

A continuacion obtenemos la ganancia en precision del estimador, §§ que utiliza

informacion sobre la ocasién actual, sobre el estimador de la varianza, que sdlo utiliza
informacion sobre la ocasion actual.

o VIg)-V(S})_ pa-p)o-2p
v(§f)  k-(@-ple-17

K serapositivasi

[ﬂz(Y):ﬁz(X)] > (11)

Por definicion p < 1. Si p = 1 (apareamiento total) 6 p = 0 (reemplazamos toda la
muestra), la ganancia vale cero. Para cualquier otro valor de p obtendremos una ganancia
positiva siempre que se verifique

(0-17
K

>0

donde

P Hypp  _ H2o / _ M»
Haolo2 \/ Hao \/ Hoa '82 M \/_
Bo(y)\ Ba(x)
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0= Py2y2 Bo(y). Ba(x)

siendo p, ., € coeficiente de correlacion entre Vy X

2

%Z(yj _7)2()(] - i)
Pyayz =
\/;Z(yj _Y_)A\/;Z(Xj ‘X)A

6- 1 serpositivas

1
P22 S
i Boly), B>(x)
Si consideramos el valor minimo de la varianza del estimador, la ganancia en este
Caso es

V() -VaunlSE)_ K -k K(o-1P
" Vmin(sy

G S)) K+ KP-K(0-17

©)

Lasfiguras 1y 2y el cuadro 1 indican €l porcentaje de ganancia en precision para
distintos valoresde py 5x(X), S2(y) obtenidos a sustituir en la expresién:

K —{K?-K(6-17 <100
K +4K2 - K (-1

1f
0.8
0.&F
0.4r
0.2t
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1la: fraccién optima de apareamiento
enfuncionde py fx(X)=2, Sa(y)=2.
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Cuadro 1: porcentaje de ganancia en precision, Gey,
en funcién de py Sa(X), Sa(Yy).
P BoAX), oY)
2,2 2,3 2,4 3,3 34 44

01 0,6250 | 05418 | 05235 | 05163 | 0,5092 | 0,5051

'™ | 25,0000 | 8,3690 | 4,6981 | 3,2658 | 1,8462 | 1,0205
02 05556 | 05174 | 0,5081 | 0,5051| 05020 | 0,5006

' 11,1111 | 34831 | 16234 | 1,0205| 0,3963 | 0,1114
03 0,5218 | 05045 | 0,5010 | 0,5003 | 0,5000 | 0,5006

' 43561 | 0,8946 | 0,1919| 0,0626 | 0,0064 | 01114
04 0,5051 | 05000 | 0,5007 | 05013 | 0,5031| 0,5051

' 1,0205| 0,0051| 0,1442| 05513 | 0,6275| 1,0205
05 0,5000 | 05032 | 05074 | 05081 | 05117 | 05147

' 0,0000 | 0,6395| 14722 | 16133 | 23386 | 29437
06 05051 | 05146 | 05221 | 05218 | 05269 | 0,5307

' 10205 | 29211 | 4,4144| 43561 | 53818 | 6,1327
07 05218 | 05368 | 05481 | 05449 | 05514 | 0,5556

' 43561 | 7,3579 | 9,6142 | 8,9820 | 10,2899 | 11,1111
08 05556 | 05765 | 05937 | 05834 | 05915| 0,5953

' 11,1111 | 15,3024 | 18,7320 | 16,6764 | 18,2928 | 19,0569
09 0,6250 | 0,6562 | 0,6890 | 0,6550| 0,6655| 0,6672

' 25,0000 | 31,2365 | 37,8021 | 30,9944 | 33,1064 | 33,4323

En casillas: valor de gy, en cursiva, ganancia.

.2 0.4 o6 .8 1

Figura 1b: ganancia en precision
enfuncion de py f(X)=2, So(y)=2.
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"—-____________

TR 0.4 0.6 0.8 1
Figura 2a: fraccién dptima de apareamiento
enfuncion de py S(X)=3, Sa(y)=3.

0.2 0.2 0.6 0.2 1
Figura 2b: ganancia en precision
en funcion de py £:(X)=3, Sx(y)=3.

Sabemos que en €l caso de estimar la media poblacional, €l valor 6ptimo de q es
1

Oopt = ————
P11 p?

donde p es € coeficiente de correlacion entre y y x. Sustituyendo este valor en (3)
obtenemos la expresion
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V(éijzssf[ﬂz(Y)—l](l+M\ K_(6_1)2+K 1-p,

— /
: (2- P2+ 21 p2 (017
Suponiendo que Peye =P s el cuadro 2 indica el tanto por ciento de la pérdida en

precision de V(éﬁ) sobre V(éf) obtenido a partir de la expresion

(k-h/kz - k(G—l)zj(Z—p2)+ 2kyf1- p? — (-1
ZK(K —(6-1 +Ky1- pzj(h- V1- pzj

G'= —-1{x100

Como observamos, €l porcentaje de pérdida en precision es despreciable para los
valores de p y £x(X), Ba(y). Esto sugiere que el problema de la estimacién de la varianza
poblacional puede ser simultdneamente considerado con la estimacion de la media po-
blacional.

Cuadro 2: porcentaje de pérdida en precisién, G',
paradistintosvaloresde py £:(X), So(y).
P) q;)pt BAX), oY)
2,2 2,3 2,4 3,3 3,4 4.4

0,1]| 05501 | -1,1543 | -0,0506 | -0,0089 | -0,0029 | -0,0005 | -0,0001
0,2| 0505 | -0,1008 | -0,0020 | -0,0001| 0,0000 | 0,0000| 0,0000
0,3| 0512 | -0,0017 | -0,0002 | -0,0001| 0,0000 | 0,0000| 0,0000
0,4 | 0522 -0,001 | 0,0000 | -0,0003 | -0,0004 | -0,0009 | -0,0011
05| 0536 | 0,0000| -0,0027 | -0,0047 | -0,0049 | -0,0054 | -0,0051
06| 0556 | -0,0103 | -0,0191 | -0,0109 | -0,0192 | -0,0169 | -0,0145
0,7| 0583 | -0,0642 | -0,0607 | -0,0448 | -0,0499 | -0,0390 | -0,0317
08| 0,625 | -0,2016 | -0,1318 | -0,0658 | -0,1048 | -0,0738 | -0,0601
09| 0,69 | -04713| -0,1810 | -0,0072 | -0,1908 | -0,1118 | -0,1011

Precision en caso de nor malidad

Si los momentos de la distribucion (y,x) son los mismos de una normal bivariante
hasta el orden cuatro, setiene

0=—t2 _112p%  px)=H2=3
Haoloz Ho2
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En este caso, la fraccién dptima de apareamiento y la ganancia en precision tienen la
siguiente expresion, evaluados en €l cuadro 3y figura 3.

Cuadro 3: porcentajes de la fraccion Optima de apareamiento
y la ganancia en precision para distintos valores de p.

% optimo | % deganan- | % de ganancia | % de ganancia
P apareado ciadptima parap = 1/3 parap =%

0,5 49 1,6 14 12
0,6 48 35 31 2,7
0,7 46 6,9 6,3 55
0,8 43 7,3 12,5 11,1
0,9 37 26,1 259 24,2
0,95 28 39,8 39,6 39,2
1,0 0 100 66,6 75,0

Si la fraccion de apareamiento toma los valores 1/3 y 1/4, la ganancia en precision
tiene estas expresiones, evaluados en €l cuadro 3y al figura4.

8 3
G 7'04 G Zp4
p=1/3 — _§p4! p=1/4 — 4_3p4
3
0.5
0.4
o,z
o.2
0.1
III..E I:Ii-i Diﬁ I:IiE 1

Figura 3a: fraccion optima de apareamiento
en funcién de p.
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n.z 0.4 0.4 n.2

HE

Figura 3b: ganancia en precision
en funcién de p.

Notese que si hay “normalidad” ambos estimadores son igual de precisos en caso de
independencia de las variables, puesto que

Vmin(é)’)_v(s)zl):%(_l-l_ Vl_p4j:0
n.#
0.4

0.2 0.4 0.6 0.2 1
Figura4a: ganancia en precision en funcién de
P, parap= 1/3.
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0.z 0.4 0.6 0.2 1

Figura 4b: ganancia en precision en funcion de
p, parap= 14,
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