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RESUMEN

Los modelos de superpoblacién pueden concebirse como estrategias para la cuanti-
ficacion de la representatividad del error cuadrético medio de una estimacion. Laimpor-
tancia que tiene el estudio de la representatividad en los entes estadisticos hace aconse-
jable utilizar los modelos de superpoblacion en lugar de los clasicos, para las investiga
ciones por muestreo. En este trabajo se presentan los modelos de superpoblacion orien-
tados al muestreo con probabilidades de seleccidn desiguales.

Palabras clave: modelos de superpoblacién, muestreo con probabilidades desiguales,
reposicion parcial, POSDEM.
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I ntroduccién

En este articulo vamos a realizar una introduccién sobre la forma de evaluar distin-
tas técnicas de probabilidades desiguales al tiempo que mostraremos la necesidad de
utilizar model os de superpoblacion a disefiar unainvestigacién por muestreo, para cuan-
tificar la representatividad de la varianza o del error cuadrético medio de una estimacion
y poder elegir e método de muestreo que mejor se adapte a una determinada investiga-
cion.

La intuicién nos hace desconfiar de la estimacion obtenida del error de muestreo
(Error cuadrético Medio ECM) con una Unica muestra, entre otros motivos porgue la
estimacion del ECM tiene a su vez un error de estimacion. Para ver esto de forma senci-
Ila, pensemos en que si, por casualidad, en una determinada investigacion se obtiene una
muestra compl etamente homogénea, su error de muestreo, calculado con los datos obte-
nidos de esa muestra concreta, sera cero. Esto nos alerta sobre los procedimientos de
célculo del error de muestreo utilizando métodos basados Uinicamente en el contenido de
una sola muestra, sabiendo que, en este caso, € problema tampoco se resuelve utilizando
técnicas de remuestreo. Por otro lado, también tendremos que preguntar por la represen-
tatividad de la estimacion del error de muestreo obtenida cuando podemos acceder a
formar todo el espacio muestral en base a una Unica poblacion. En este caso se deja de
considerar que la poblacion marco esté sujeta a variaciones o errores aeatorios. Por ello,
necesitamos calcular el ECM teniendo en cuenta su heterogeneidad y la posible variabi-
lidad aleatoria de la poblacion, esto es sus posibles "cambios aeatorios'. De ahi que
obtengamos un modelo que define y que genera poblaciones con lo que podriamos lla-
mar el molde de las poblaciones que se pueden generar de una determinada clase (que
por comodidad llamaremos superpoblacion pero que debiera [lamarse suprapoblacion).
Con este modelo si puede calcularse el ECM y su estabilidad. Esto nos proporciona una
cota superior de error que incluye ambos conceptos y que nos permite tener un indicador
de la representatividad de determinadas estimaciones obtenidas con determinados méto-
dos de seleccion y estimacion.

Esto hay que acompafiarlo con que, ademas, existen métodos de muestreo especial-
mente sensibles a los cambios en la variabilidad sefialada y a los cambios en 10s supues-
tos en los que se basan. En €llos, aplicar un esquema de superpoblacion permite disponer
de estimaciones mas robustas, eligiendo el méas idéneo. Para ilustrar estos conceptos y
definir alguno de los indicadores propuestos, se va a desarrollar este tema utilizando dos
€jemplos hipotéticos.

Por dltimo, se presenta abierta una via de investigacion para la formulacion tedrica
de los resultados obtenidos mediante procesos de simulacion, referentes a valor espera-
do respecto del modelo de superpoblacion de lavarianza del estimador del ECM.

Evaluacion de métodos de muestreo
Para evaluar 1os métodos de muestreo, utilizaremos un modelo de superpoblacion

adaptado a la poblacién que queremos investigar. Con €llo, se evita obtener resultados
poco robustos o incluso anecdéticos. En el caso de los estimadores utilizados en las
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ilustraciones de este articulo, a ser insesgados coinciden los conceptos de error cuadréti-
co medio del estimador y varianza del estimador, por o que utilizaremos ambos térmi-
nos:

EcM (%)= E(&- X

El programa POSDEM (Sanchez-Crespo y Lezcano, 1999; Mateo, 2000) obtiene la
estructura de la poblacion marco agjustando los datos con el método de los polinomios
ortogonales. Posteriormente es posible generar poblaciones definidas por e modelo y
calcular el ECM para cada poblacién y especificaciones del método de muestreo consi-
derado. La media del ECM calculada sobre el conjunto de las poblaciones generadas, se
puede considerar como una aproximacion del valor esperado del ECM bajo un enfoque
de superpoblacion.

dondeg=1,2,...G representa el conjunto de poblaciones finitas generadas con el modelo.
Este procedimiento de evaluacion esta en relacion con € trabajo de Bellhouse y Rao
(1975). Los resultados obtenidos para modelos con grados uno y dos son coincidentes
con |os derivados tedricamente por éstos.
La varianza sobre el modelo se considera la medida de la acuracidad del ECM. Vie-

B e

V' [Eom (7)) = &=

G

Para evaluar los mé&odos de muestreo, utilizaremos un limite superior de confianza
gue tiene en cuenta el valor esperado del ECM

E'|Ecm ()
WlEcm ]
E' [Eom %)+ 196,V [EcM (%)

gue permite disponer de un limite de confianza que contendra el ECM, a menos en un
95 de cada 100 poblaciones generadas o potencialmente posibles de encontrar en el tra-
bajo de campo.

y su desviacién

Es decir:



90 G. Sanchez-Crespo
Muestreo con probabilidades propor cionales al tamario

Consideremos una poblacién compuesta por N unidades, que queremos investigar
mediante una muestra. Representaremos cada unidad por u;, con i=1,2,...N. Si dentro de
cada una de estas unidades, interesa medir una caracteristica desconocida, X; , que tiene
asociada otra caracteristica conocida, M; , podemos utilizar la informacion auxiliar para
mejorar €l disefio de lainvestigacion.

Para este caso ilustrativo, consideramos una agencia que debe inspeccionar cuatro
expedientes de gasto, para conocer cual es la cantidad de dinero que se ha gastado inde-
bidamente. Para esta labor inspectora, debido a serios recortes presupuestarios y dado
gue €l trabajo debe ser terminado en un breve espacio de tiempo, la agencia no dispone
de los medios necesarios para investigar |a totalidad de los expedientes. Debido a ello
Unicamente podra investigar dos de los cuatro mencionados. Existen distintas formas de
elegir qué unidades deben ser investigadas. En funcién del méodo de seleccion que se
elija, € estudio serd més 0 menos preciso. Por tanto el objetivo inicia es elegir entre
distintos métodos de seleccion de muestras, de forma que € error cometido —debido a
gue no se cubre toda la poblacion sino solo una parte—, sea €l menor posible.

Para responder a esta cuestion sobre qué método de seleccidn es preferible, se plan-
tea un escenario simulado. Para ello, suponemos que la informacion buscada, X;, estaya
disponible, y que los datos de | os cuatro expedientes son los que figuran en el cuadro 1.

X; | 1 2 3 4
M | 1 1 2 2
Cuadro 1: relacion entre unidades y tamarios.

donde X; representa e nimero de millones que se han gastado indebidamente en cada
uno de esos expedientes y M; representa una variable de clasificacion segin el tamafio
del gasto total del expediente i-ésimo. Tanto €l tamafio de poblacién como los datos de
X y de M; constituyen una simplificacion con fines ilustrativos. En la Ultima parte de
este articulo, se hard una simulacion més general .

Elegir las unidades que van aformar parte de la muestra con probabilidades propor-
cionales a una variable auxiliar —en este caso el tamario de cada unidad—, es un proce-
so probabilistico que puede representarse con un esquema de urnas (véase figura 1): por
cada unidad, se introducen en la urna tantas bolas como nos indique la variable auxiliar.
Después, cada unidad es seleccionada en funcién de si la bola que la representa es o no
extraida. Si € esquema de seleccidn es con reposicion, después de cada extraccién de-
volvemos la bola a la urna 'y, por tanto, ésta permanecera invariable. Si el esquema de
seleccion fuese sin reposicion, entonces evitamos que una unidad pueda volver a ser
seleccionada, sacando de la urnatodas las bolas que la representan.

Para comparar |os resultados que vamos a obtener con el caso més simple de mues-
treo aleatorio —donde las probabilidades de seleccion de cada unidad son iguales—,
tendremos que, segiin se observa en € cuadro 2, M;=1, Vi. En tal caso, |os cuatro expe-
dientes estén igualmente representados por una Unica bola en la urna. Por tanto, la pro-
babilidad de ser seleccionados es idéntica para cualquiera de ellos.
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nidades Pl

U, 1/6
u, 1/6
U 2/6
U, 246

Figura 1: esquema de urnas con seleccion proporcional al tamafio.

X | 1 2 3
M; | 1 1 1 1
Cuadro 2: relacion entre unidades y tamarios.

Para este caso, se puede comprobar facilmente que tanto la varianza del estimador
COMmo su propia varianzatoman los valores que figuran en latabla 1.

Tabla 1: varianzas en funcién del modelo de seleccion
con probabilidades iguales.

Métodos V(%) vV (R)]
Con reposicion 10,00 132,00
Sin reposicién 6,67 32,89

Los célculos realizados para obtener |a varianza del estimador del total se basan en
laexpresion

V()= i ()A(j ; X)2

i=1

Mientras que, paralavarianzadel estimador de lavarianza, se recurre a

V(\?()?)): 2 67(;(1 );V()A())z
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siendo k & nimero de muestras posibles.

Para responder a la pregunta sobre si puede disminuir la varianza del estimador al
utilizar lainformacion auxiliar sobre el tamafio de |os expedientes, cambiando |as proba-
bilidades de seleccidn, vamos a suponer que consideramos todas las M;=1 menos M4=2.
L os nuevos resultados se muestran en latabla 2.

Tabla 2: varianzas en funcién del modelo de seleccion
con probabilidades proporcionales al tamafio.

Métodos V(%) vV (%)
Con reposicion 5,00 43,75
Sin reposicion 417 75,35

Como puede observarse, la varianza del estimador ha disminuido respecto alos pro-
cedimientos con probabilidades iguales. Ademas, podemos observar que, en contra de lo
gue ocurriaen el caso de muestreo con probabilidades iguales, la varianza del estimador
de lavarianza es menor para el modelo con reposicion que para €l modelo sin reposicion.

Vemos, con este caso ilustrativo, que es posible obtener una menor varianza del es-
timador modificando las probabilidades de seleccién. No obstante, si no disponemos de
unainformacion auxiliar conveniente, es posible que se presenten resultados indeseabl es,
al partir de un modelo inadecuado. Por gjemplo, si por algunarazén contamos con tama-
fios asociados con cada unidad —que figuran en el cuadro 3—, se generarian los resulta-
dos que se muestran en el cuadro 3.

X; | 1 2 3
M | 1 2 1 1
Cuadro 3:; unidades de tamafio desigual.

Tabla 3: resultados para el cuadro 3.

Métodos V(%) vV (%)
Con reposicion 20,00 512,50
Sin reposicion 12,50 384,38

Vemos como, en este caso, al utilizar probabilidades proporcionales al tamario, los
resultados han sido peores que si hubiésemos utilizado probabilidades iguales. Esto es, si
larelacion existente entre la variable auxiliar y la variable de estudio no es proporcional,
puede ser mejor utilizar probabilidades iguales.
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M uestreo con reposicion y probabilidades propor cionales al tamario

Si usamos un esguema de seleccién con reposicion y probabilidades proporcionales
al tamafio (Cr_ppt), la probabilidad de cada unidad de pertenecer a una muestra de n
unidades es sera np;. Con €ello, € estimador del total ser&

1 X

)A(Cr _ppt T —
N b

Consideremos e ejemplo del cuadro 1. En tal caso, las posibles muestras —junto
con sus valores asociados X; y Mi—, €l estimador obtenido para el total y la probabilidad
de cada muestra serén los que constan en latabla 4.

Tabla4: resultados de | as realizaciones muestrales para un
model o con reposicion y probabilidades
proporcionales al tamario.

Ui,y Xi, X Mi, M; Xer ppt P(U;,U)

U, U; 1,1 1,1 6,00 1/36
U, U, 1,2 1,1 9, 00 1/18
U, Uz 1,3 1,2 7,50 1/9
U,, Uy 1,4 1,2 9,00 1/9
U,, U, 2,2 1,1 12,00 1/36
U,, Uz 2,3 1,2 10,50 1/9
Uy, Uy 2,4 1,2 12,00 1/9
Us, Uz 3,3 2,2 9,00 1/9
Us, Uy 3,4 2,2 10,50 2/9
Uy, Uy 4,4 2,2 12,00 1/9

otal 1

Lavarianza del estimador del total viene dada por la expresion:

N

v(XCr_ppt):%z b (ﬁ_ X]z

i=1

Asi, en cada muestra podemos utilizar €l estimador insesgado para la varianza dado
por:
n

2
VA()ZCr_ppt)zﬁZ(%:_ )A(Cr_pth

i=1
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Cuyos resultados correspondientes constan en la tabla 5.

Tabla5: varianzas del estimador segiin la seleccién
mediante un modelo con reposiciony
probabilidades iguales al tamafio.

Uian V(XCr_ ppt) P(Uiauj)
U, Ug 0,00 1/36
U, U, 9,00 1/18
Uy, Ug 2,25 1/9
Uy, Uy 9,00 1/9
Uy, U, 0,00 1/36
Uy, Ug 2,25 1/9
Uy, Uy 0,00 1/9
Us, U 0,00 1/9
Us, Uy 2,25 2/9
Uy, Uy 0,00 1/9
Total 1

Sobre el conjunto de todas |as muestras posibles tenemos |0s siguientes resultados:
E(Xcr_ppt) =X Echr_ ppt) = V(Xcr_ ppt)

La tabla 6 muestra estas operaciones en formato de hoja de célculo. En ella vemos,
como principales resultados, que V(XCr ont ):2,5 y que V b/ (XCr oot )J =95.

Tabla 6: resultados intermedios en formato de hoja de célculo.

A, B C,D E F G H=FE E* (F-ZH)"2 FG*E K=E*(G-ZJ)"2
X, % Mi, M; | p(Ui, U) XCr V(XCr ) E(XCr) V(XCr ) EN(XQ )J V[\7(>A(Cr )]
1,1 1,1 1/36 6,00 0,00 0,17 0,44 0,00 0,17
1,2 1,1 1/18 9,00 9,00 0,50 0,06 0,50 2,35
1,3 1,2 1/9 7,50 2,25 0,83 0,69 0,25 0,01
1,4 1,2 1/9 9,00 9,00 1,00 0,11 1,00 4,69
2,2 1,1 /36| 12,00 0,00 0,33 0,11 0,00 0,17
2,3 1,2 1/9| 10,50 2,25 1,17 0,03 0,25 0,01
2,4 1,2 1/9| 12,00 0,00 1,33 0,44 0,00 0,69
3,3 2,2 1/9 9,00 0,00 1,00 0,11 0,00 0,69
3,4 2,2 2/9| 10,50 2,25 2,33 0,06 0,50 0,01
4,4 2,2 1/9| 12,00 0,00 1,33 0,44 0,00 0,69
Total 1,00 10,00 2,50 2,50 9,50
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Muestreo sin reposicion y probabilidades propor cionales al tamarfio

Ahora, s usamos un esguema de muestreo sin reposicion y probabilidades propor-
cionales a tamario, con las condiciones de Brewer, tendremos

~ n . ~
Xs om =Znip'i con  E[Xg )= X
|

Con€llo, lavarianzadel estimador del total es

ES S 3) ST {%_XFJJ

i
Y €l estimador insesgado parala varianza con muestras de tamafio dos:

v[xgpp]=ZZW[%%J

i j>i i

2p; p; 1_(pi + p-) M, 1 - P
donde p: = | J = D==[1 N
once By D (1-2p)1-2p;) P=W 2 +zl—2pj

En e gjemplo que estamos siguiendo las muestras posibles junto con sus correspon-
dientes célculos y estimaciones vienen dadas por la tabla 7, donde vemaos, como princi-
pales resultados, que

V[Xg e)=179 yque VI |Xg o ])=7.74

Tabla 7: resultados intermedios para el modelo de muestreo sin reposicion,
con probabilidades proporcionales al tamafio.

" I= o e

A B C,D E F G H=FE E*(F-H)2 J=G*E K=E*(G-ZJ)"2

X X | Mi, M BI(U?JUQ XCr V(XCr ) E(XCr) V(XCr ) Ehi()zcr )J V[V(XCr )]
1,2 1,1| 31317 9,00 12,00 0,43 0,05 0,57 4,97
1,3 1,2| 32317 7,50 1,25 1,07 0,89 0,18 0,04
1,4 1,2 1Y32317| 9,00 5,00 1,29 0,14 0,71 ,48
2,3 1,2| Y32/317| 10,50 1,25 1,50 0,04 0,18 0,04
2,4 1,2 | 122/1317| 12,00 0,00 1,71 0,57 0,00 0,46
3,4 2,2|2/32/33/8| 10,50 0,38 4,00 0,10 0,14 0,76
Total 1,00 10,00 1,79 1,79 7,74
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El principal inconveniente de este método es que, en ciertos casos, € estimador de
la varianza puede ser indeterminado debido a que p;; puede tomar el valor cero. Ademas,
pueden presentarse estructuras de poblacién que hagan que el estimador de la varianza
tome valores negativos, 1o que no tiene sentido. Como ejemplo, puede comprobarse que
para los valores: M; = 1,1,1,3 en € caso que estamos desarrollando, tendremos una va-
rianzaindeterminaday paraM; = 1,1,1,6 estimaciones de varianza negativas.

M uestreo con reposicion parcial y probabilidades propor cionales al tamafio
En este caso, se puede hacer la seleccién muestral con el siguiente esquema: en la

primera seleccion se utiliza la medida original del tamafio M;, suponiendo que la unidad
U; es seleccionada con probabilidad:

P, =& donde M =iM-
| M : I
Para la segunda seleccion, se utilizala medida reducida M; -b, donde la constante b
se define como:
b=[minMi } =[ Mo}
n-1 n-1

donde n es el tamafio de muestray [ ]* representa el entero més préximo.

La probabilidad de la unidad U; en la primera seleccion es

Y M
p1f"szelec:cic'>n M P

Para la segunda sel eccion, tenemos para la probabilidad incondicional de u;:

p : +p - =
u; #1%seleccion u; en lal?seleccion

M-M, M, M, —-b MM, -M;*+M;?-bM; _
M M-b M —b M (M —b)

M
M

_MiM-b)_
ST MM-b) "

Con €llo, la probabilidad de que la unidad u; pertenezca a la muestra de tamafio dos
es 2p;. Asi pues, e estimador para el total es
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n Xi

)ZC =
" i np;

Su varianza

2
- M-nblgh (X
Vel S5 pi[?."XJ
i |

Finalmente, un estimador insesgado de la expresién anterior paran=2, es

nfs M-2b1gn(X, X, Y
V(XCrp)=ﬂZ - (El_p_zz]
I

L os resultados correspondientes a los datos del gjemplo se muestran en latabla 8, en
donde vemos, como principal es resultados, que

V[XCer: 20yque leXCer)Z 4,4

Tabla 8: resultados intermedios para el modelo de muestreo con reposicion parcial.

" I= " .

A B C,D E F G H=FE E*(F-3H)2 J=G'E K=E*(G-ZJ)"2

X, X | Mi, M | p(UiUy) >2Cr V(XCr ) E(XCr) V(XCr ) EN(XQ— )J V[\7(XCr )]
1,2 1,1 /30| 9,00 6,00 0,30 0,03 0,20 0,53
1,3 1,2 V5| 7,50 1,50 0,50 0,42 0,10 0,02
1,4 1,2 15| 9,00 6,00 0,60 0,07 0,40 1,07
2,1 1,1 /30| 9,00 6,00 0,30 0,03 0,20 0,53
2,2 1,1 0| 12,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
2,3 1,2 /15| 10,50 1,50 0,70 0,02 0,10 0,02
2,4 1,2 V15| 12,00 0,00 0,80 0,27 0,00 0,27
3,1 2,1 vi5| 7,50 1,50 0,50 0,42 0,10 0,02
3,2 2,1 /15| 10,50 1,50 0,70 0,02 0,10 0,02
3,3 2,2 15| 9,00 0,00 0,60 0,07 0,00 0,27
3,4 2,2 2/15| 10,50 1,50 1,40 0,03 0,20 0,03
4,1 2,1 15| 9,00 6,00 0,60 0,07 0,40 1,07
4,2 2,1 V15| 12,00 0,00 0,80 0,27 0,00 0,27
4,3 2,2 2/15| 10,50 1,50 1,40 0,03 0,20 0,03
4,4 2,2 15| 12,00 0,00 0,80 0,27 0,00 0,27
Tota 1,00| 150,0 10,00 2,00 2,00 4,40

En resumen y considerando los tres métodos en conjunto, cuyos resultados obteni-
dos hasta el momento se encuentran en la tabla 9, se puede concluir que la varianza del
estimador del total es mas pegquefia para S_ppt. Sin embargo, si observamos la varianza
del estimador de la varianza, entonces el mejor resultado corresponde a Crp_ppt. Esto es
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consecuencia de que el método S_ppt es més inestable a estimar lavarianza. Si compa-
ramos los valores obtenidos al aplicar la expresién media mas tres veces la desviacién
tipica, con el méximo valor que toma el estimador de la varianza, podemos observar €l
efecto descrito de comportamiento erratico del estimador de la varianza para € método
S_ppt.

Tabla 8: comparacion entre los tres métodos.

Méodos | V(R) | VN®)| | MaximoV(R) | V(%)+3yVv p (X)

Cr_ppt 2,5 9,5 9 11,7
Sr_ppt 17 7,7 12 10,1
Crp_ppt 20 4,4 6 8,2

Un modelo de superpablacién sencillo

Hasta el momento, hemos supuesto que conociamos los valores que toma X; y que
éstos eran constantes. Es posible que, en realidad, estos valores esten afectados por erro-
res en la observacion, en la medicién, cambios por el paso del tiempo en ciertos casos u
otras causas. La cuestion es que estos valores de X; pueden considerarse afectados por
una variabilidad aeatoria.

En nuestro gjemplo, parailustrar que los valores de X; son, en realidad, los resulta-
dos de una realizacion aleatoria, vamos a suponerlos modelados por la siguiente expre-
sion: DISTR.NORM.INV (random();i;0.i) con i=1,2,3,4. Esta expresion proporciona
unos valores aeatorios que se distribuyen segin una normal de parametros media i y
desviacion tipica 0.i

Una realizacion nos proporcionaria los valores contenidos en el cuadro 4.

X | 0,9856 2,0167 2,7025 4,0679
M | 1 1 2 2
Cuadro 4: realizaciones aleatorias de unidades.

Si repetimos la generacion aleatoria ocho veces, tendremos ocho poblaciones simi-
lares en cuanto a estructura pero que presentan ligeras variaciones aleatorias unas de
otras. Los resultados para los métodos de seleccidn considerados se muestran en latabla
10.

Graficamente, con lafigura 2, podemos observar que no es posible establecer en qué
medida un método es preferible a otro con € andlisis de los datos de una sola poblacion,
puesto que esa medida depende de la poblacion concreta que se analiza. Las conclusio-
nes obtenidas en cuanto a la varianza del estimador, tras analizar las poblaciones finitas
tres o cinco (PF3, PF5), serian muy diferentes. Queremos resaltar que, en este gjemplo, y
a pesar de ser muy similares unas poblaciones a otras, la octava poblacion, que es la que
hemos puesto en latablainicia de este apartado, presenta un comportamiento diferente
en cuanto a estabilidad que las otras siete poblaciones consideradas. Si nuestras conclu-
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siones se basaran Unicamente en esta realizacidn concreta, nuestras conclusiones estarian
af ectadas por un componente anecd6tico que no representa un comportamiento general.

Tabla 10: simulacion de resultados (model o de super poblacion)

Sl Valores
V() | PFL | PF2 | PR3 | PR4 | PF5 | PR6 | PFT | PRB | "
Crppt | 351| 246| 074 216] 431 308 336 336 287
Sppt | 241 157| 059| 174| 273| 195 242| 223 1,96
Crpppt| 281 197| 059| 173| 345| 247| 269| 269 230
VNG| Pr | P2 | PF3 | PR4 | PFs | PRe | PF7 | PRe | VAOSS
esperados
Crppt | 1378] 655| 1750 7,03 21,32| 373| 1303| 1874 17,71
S ppt | 1426| 549| 17.40| 458| 1077 284| 1040| 731 913
crpppt| 645 302| 838 309 932 183| 611 879| 587
5 4
4
3 Cr
———sr
Z S N S (s Crp
1 -
0 L} L} L} L} L} L} L} 1

PFL PF2 PF3 PF4 PF5 PF6 PF7 PF8_
Figura 2: representacion gréfica delos valoresde V(X) .

Podemos confirmar estos resultados empiricos con los obtenidos tedricamente me-
diante la expresion:

_ E*b_/(%Crp_ppt)J: b(n-1) _ n-1
EMXs )] M-b %_1

Sustituyendo los valores de n, M y b se obtiene que la ganancia de Crp sobre Cr, en
varianza del estimador, serd igual a 20%. Al sustituir por los valores empiricos de las
esperanzas respecto del modelo estariamos en un 19,86%. Con €ello, podemos considerar
una confirmacion de los valores tedricos casi exacta. Para la comparacion entre Sy Cr
los valores obtenidos serian, respectivamente, 33%y 31,7%

Gréaficamente, con la figura 3, utilizando la segunda parte de la tabla 10, podemos
observar los resultados calculados para la varianza del estimador de la varianza en cada
método, para el conjunto de las ocho generaciones aleatorias de la poblacion finita utili-
zada como patron.

R=1
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PFL PF2 PF3 PF4 PF5 PF6 PF7 PF8

Figura 3: representacién grafica delos valoresde V N()?)J .

El méodo Crp_ppt mejora alos otros en cuanto a estabilidad de la varianza en todas
las poblaciones menos en la octava. Esta es la poblacion que hemos puesto de gjemplo
en este trabgjo para ver que no es suficiente el andlisis de una sola poblacion y que es
necesario plantear un enfoque suprapoblacional. Esta octava poblacién “especia” se ha
obtenido después de un conjunto amplio de pruebas, simplemente con € fin de mostrar
gue esfisicamente posible.

De forma andloga a caso de varianza del estimador, si bien no esta disponible un
estudio tedrico, podemos llevar a cabo una cuantificacion de la ganancia de un método
respecto de otro, pero estavez en términos de varianza del estimador de la varianza.

Asi, para Crp sobre Cr, tendremos:;

_E "WV R )) _,. 587

EWVRe ) T %

y para S sobre Cr, sera
R=1_ E (Vb/(XCrp pptZJ)_l_ 913 —484%

EVV(Re )l T

Una poblacion y un tamafio de muestra mayor

Aqui vamos a utilizar una poblacion algo mayor que la considerada hasta ahora y
realizaremos los célculos con un programa de ordenador confeccionado a medida de
estas necesidades. Un tamarfio de muestra de dos unidades es debido a que tiene impor-
tantes ventgjas y no supone una limitacion. Pero aqui ampliaremos estas dimensiones,
mediante una poblacién de tamafio 8, y muestras de tamafio 4 con los diferentes esque-
mas de probabilidades desiguales estudiados. Para obtener muestras de mayor tamafio,
recurrimos a considerar la poblacion dividida en 2 grupos, estratos, de 4 unidades cada
uno. En cada grupo, seleccionamos una muestra independiente de tamafio igual 2. De
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esta forma, por agregacién, tenemos un total de 4 unidades muestrales. Este esquema
puede extenderse a cualquier tamafio de poblacién y de muestra.

Las formulas de aplicacion, para el estimador del total, dado que la seleccién esin-
dependiente en cada estrato, son:

Obtenidos los valores de X y de \7()25t ) , COn tamafios de muestra en cada estrato

igual a dos unidades y con las formulas desarrolladas para los distintos esquemas de
seleccion y estimacion con probabilidades proporcionales a tamafio de los apartados
anteriores, podremos obtener las estimaciones para el total y su varianza, correspondien-
tes a tamarios de muestra superiores ados.

Al recurrir a programa de ordenador POSDEM, podemos utilizar como poblacién
marco cualquier poblacién finita. Por simplicidad, en el gjemplo utilizaremos la pobla-
cion del cuadro 5, cuyos principales resultados se encuentran en latabla 11.

Xi| 1 2 3 4 5 6 7 8
Mi| 1 1 1 2 2 2 3

Cuadro 5: simulacién de una poblacion.

Tabla 11: comparacion entre los tres métodos.
Métodos \7()29) V[\?()A(Q)J

Cr_ppt 7,7352 62,6526
Sr_ppt 5,7139 123,9088
Crp_ppt 5,8514 21,7006

En los gjemplos anteriores hemos calculado todas las muestras posibles. Cuando la
poblacién y el tamafio de muestra son pequefios, esto no supone una gran dificultad. No
obstante, cuando estos aumentan, para realizar |os cél cul os necesarios es mas convenien-
te utilizar una representacion lo més amplia posible del espacio muestral. En este ejem-
plo, hemos representado el espacio de todas las muestras que es posible obtener, con un
determinado procedimiento de seleccidn, generando un conjunto de cuatrocientas mues-
tras con cada procedimiento para cada poblacion finita.

Ahora, vamos a analizar este mismo resultado enfocandolo desde un modelo aeato-
rio de superpoblacion sencillo. Se trata de evitar € posible componente anecdético que
podria estar ligado més que a la forma de la poblacién y a su estructura bésica, a ciertas
combinaciones de valores. Para esto, podemos representar los valores de la poblacion
mediante la ecuacion:

X'i=0.99*i+e
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donde

X'i son los valores de la variable de estudio obtenidos ajustando una funcién li-

neal alos datos originales.
0.99 es la pendiente de larecta.
i =1,2,...8 representa el indice de cada unidad.

G. Sanchez-Crespo

e es un término aeatorio distribuido normal de media cero y desviacién tipica

0,1

Se recurre a la aplicacion POSDEM para modelar, mediante la técnica de polino-

mios ortogonales, cualquier poblacion, independientemente de la forma que tenga. Es

posible también, si la forma de la poblacion es muy compleja, obtener ecuaciones por
tramos y utilizarlas conjuntamente para representar la estructura de una poblacion.

En el gemplo, hemos obtenido un conjunto de 200 poblaciones que siguen el mis-

mo patron de la poblacion original. En cada una de ellas hemos obtenido la varianza del

estimador del total. En latabla 12 pueden observarse los resultados obtenidos en las 20

primeras realizaciones y un tamafio de muestraigual a cuatro.

Tabla 12: resultados de la simulacion con POSDEM para la varianza.
v(X) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cr_ppt 6.427| 7.131| 10.24| 6.957 11.15 11.21| 9.792| 7.842| 6.806| 10.51
Sr_ppt 6.670| 5.506| 8.326| 6.401| 7.210 4.949| 5.528| 5.822| 5.670| 5.798
Crp_ppt | 6.174| 4.737| 6.358| 5.844( 7.806| 4.901| 5.959| 6.888| 6.322| 6.658
v(x) 11| 12| 13| 14| 15| 16 17| 18] 19 20
Cr_ppt 9.008[ 6.922| 9.100| 6.116| 6.570 8.666| 7.826| 8.702| 4.837| 7.583
Sr_ppt 6.592| 3.860| 7.967| 5.511| 5.253| 6.650| 4.989| 6.735 6.345 6.327
Crp_ppt | 5.805| 4.680| 7.740| 5.746| 6.516| 6.818| 5.400| 5.773| 6.395| 5.863

Estos resultados, respecto del modelo, pueden observarse gréficamente para el con-
junto de las doscientas poblaciones finitas aleatorias mediante la figura 4.
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Figura4

: valores para la acuracidad del estimador del total,
en una simulacién de 200 poblaciones.
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Igualmente, pueden a su vez resumirse mediante la esperanza respecto del modelo
delavarianza del estimador, segin constaen latabla 13.

Tabla 13: comparacion entre los tres métodos.

Métodos E*M)ZS[)J
Cr_ppt 7,88
Sr_ppt 6,20
Crp_ppt 594

Si en lugar de observar en cada poblacién el parametro varianza del estimador, ob-
servamos el pardmetro varianza de la varianza del estimador, podremos obtener una
medida de la representatividad del estimador de la varianza para cada método. L os resul-
tados obtenidos se muestran en latabla 14 y representados gréficamente en lafigura 5.

Tabla 14: resultados de la simulacion con POSDEM para la varianza.

V(\y) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cr_ppt 51.45|39.747]40.339| 78.985|52.786| 70.509| 74.730( 42.653( 72.674{ 39.173
Sr_ppt 94.55|66.299| 140.40| 200.64| 85.657|114.08| 216.17(61.527( 128.70( 115.80
Crp_ppt | 20.03[18.553(22.741(40.542(23.748|30.374|40.757|19.126| 28.664| 14.062
v(v) 11| 12 13| 14| 15| 16 17[ 18] 19 20
Cr_ppt [84.987(50.946(22.435(91.789| 35.901(50.955| 56.293| 62.04460.575| 37.121
Sr_ppt 134.17)119.05|117.73]|96.043| 124.77| 121.22| 81.562| 88.788( 129.35( 69.099
Crp_ppt [34.799(18.347(21.276(18.342(19.546| 18.593| 21.849| 28.296| 24.258| 21.822
300.000
Estabilidad del estimador dg la varianza o Cr_ppt
250.000 + - m Sr_ppt
]
200.000 l. - crop
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Figura5: valores para la estabilidad del estimador de la varianza,
en una simulacion de 200 poblaciones.
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El resumen de los valores esperados respecto del modelo para la varianza del esti-
mador de la varianza de los métodos considerados se encuentra en latabla 15.

Tabla 15: comparacion entre los tres métodos.

Métodos | E’ (\/M)A(St )J)

Cr_ppt 59,93
Sr_ppt 115,02
Crp_ppt 23,05

En este giemplo ilustramos como el método con reposicion parcia puede presentar
unaventaja en cuanto a precision de | as estimaciones respecto del método con reposicion
y, también, puede suponer una mejora en cuanto al método sin reposicion en el sentido
de que el estimador de la varianza que propone presenta ganancias en cuanto a represen-
tatividad del verdadero valor.

Conclusion

Con un gemplo ilustrativo hemos introducido al lector en las técnicas de muestreo
con probabilidades desiguales a tiempo que hemos mostrado las diferencias, ventgjas e
inconvenientes, de unos métodos con otros. Poniendo de manifiesto la necesidad de
realizar disefios muestrales adaptados a cada investigacion por muestreo y la necesidad
de la utilizacién de los model os de superpoblacion en las investigaciones empiricas. Para
facilitar esta tarea se ha utilizado el software POSDEM desarrollado con el propésito de
optimizar la eleccién entre planes de muestreo alternativos. Por Gltimo dejamos abierta
una via de investigacién para la formulacién tedrica de |os resultados que hemos obteni-
do mediante procesos de simulacién referentes al valor esperado respecto del modelo de
superpoblacion de la varianza del estimador del error cuadrético medio.

L os resultados muestran de forma inequivoca la necesidad de trabajar con modelos
de superpoblacién como estrategia para llegar a estimaciones del ECM y para salvar €l
inconveniente del posible carécter anecdético de la configuracion poblacional del mo-
mento.
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